
Operatory na kratach Banacha

Lista 4 (Ideaªy i operatory dodatnie)

Zad 1. Pokaza¢, »e w kracie wektorowej X

(1) symetryczny przedziaª porz¡dkowy [−x, x], gdzie x ∈ X+, jest solidny

(2) suma zbiorów solidnych jest zbiorem solidnym

(3) S ⊆ X jest solidny⇐⇒ S =
⋃

x∈S
[
−|x|, |x|

]
jest sum¡ symetrycznych przedziaªów porz¡dkowych

(4) zbiór solidny SA generowany przez A ⊆ X wyra»a si¦ jako suma
⋃

x∈A
[
− |x|, |x|

]
(5) ideaª gªówny Ix generowany przez x ∈ X+ wyra»a si¦ jako suma

⋃
n∈N n

[
− x, x

]
(6) ideaª gªówny IA generowany przez A ⊆ X wyra»a si¦ przez nast¦puj¡c¡ sum¦

IA =
⋃{

n
[
− x, x

]
: n ∈ N, x = sup

i=1,...,r
|xi|, {xi}ri=1 ∈ A, r ≥ 1

}
(7) suma teoriomnogo±ciowa dwóch ideaªów nie musi by¢ ideaªem

(8) suma algebraiczna I1 + I2 dwóch ideaªów w X jest ideaªem

(9) dopeªnienie rozª¡czne A⊥ dowolnego zbioru A ⊆ X jest ideaªem

Zad 2. Pokaza¢, »e w kracie Banacha X

(1) domkni¦cie podkraty wektorowej jest podkrat¡ Banacha

(2) domkni¦cie zbioru solidnego jest zbiorem solidnym

(3) domkni¦cie ideaªu jest ideaªem

(4) suma algebraiczna I1 + I2 dwóch ideaªów domkni¦tych w X jest ideaªem domkni¦tym

(5) dla ka»dego ideaªu domkni¦tego przestrze« ilorazowa X/I jest w naturalny sposób krat¡ Banacha

Zad 3. Niech X i Y kraty wektorowe. Pokaza¢, »e ka»de odwzorowanie T : X+ → Y+, które zachowuje
dodawanie i mno»enie przez dodatnie skalary, przedªu»a si¦ jednoznacznie do operatora dodatniego
T : X → Y . Je±li Y archimedesowa, wystarczy zaªo»y¢, »e T : X+ → Y+ zachowuje dodawanie.

Zad 4. Niech X i Y kraty wektorowe. Oznaczmy przez L(X, Y ) przestrze« wektorow¡ wszystkich
odwozorowa« liniowych z X w Y . Pokaza¢, »e zbiór operatorów dodatnich K ⊆ L(X, Y ) tworzy sto»ek,
a wi¦c L(X, Y ) jest w naturalny sposób uporz¡dkowan¡ przestrzeni¡ wektorow¡.

Zad 5. Pokaza¢, »e dla dodatniego operatora liniowego T : X → Y mi¦dzy dwoma kratami wektoro-
wymi nast¦pujace warunki s¡ równowa»ne

(1) T jest homomor�zmem krat

(2) T zachowuje rozª¡czno±¢

(3) T−1(S) jest zbiorem solidnym w X dla ka»dego zbioru solidnego S ⊆ Y

(4) T−1(0) jest ideaªem w X.

Zad 6. Pokaza¢, »e operator dodatni T : X → Y okre±lony na kracie Banacha i przyjmuj¡cy warto±ci
w unormowanej kracie wektorowej Y jest automatycznie ograniczony.

Zad 7. Pokaza¢ na przykªadzie, »e zupeªno±¢ X w zadaniu 6 jest kluczowa.


