Operatory na kratach Banacha
Lista 4 (Idealy i operatory dodatnie)

Zad 1. Pokazac, ze w kracie wektorowej X
1) symetryczny przedzial porzadkowy [—z, z], gdzie x € X, jest solidny
2) suma zbioréw solidnych jest zbiorem solidnym
3) S C X jest solidny <= 5 = |, [— |z, \x!] jest suma symetrycznych przedzialow porzadkowych
4) zbior solidny Su generowany przez A C X wyraza sie jako suma |J, ., [ — |z|, |2]]

5) ideal glowny I, generowany przez x € X, wyraza si¢ jako suma | J, oy n[ -, x]

(1)
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6) ideal gtowny I, generowany przez A C X wyraza sie przez nastepujaca sume

I ZU{n[—x,w] neN, x= _Slup |zi|, {zi}i, € A, r > 1}

(7) suma teoriomnogosciowa dwoch ideatow nie musi by¢ idealem
(8) suma algebraiczna I; + Iy dwoch ideatow w X jest ideatem
(9) dopelnienie roztaczne AL dowolnego zbioru A C X jest idealem
Zad 2. Pokazac, ze w kracie Banacha X
domkniecie podkraty wektorowej jest podkrata Banacha
domkniecie zbioru solidnego jest zbiorem solidnym
domkniecie ideatlu jest ideatem
suma algebraiczna [, 4+ Iy dwoch idealow domknietych w X jest ideatem domknietym
5) dla kazdego idealu domknietego przestrzen ilorazowa X /I jest w naturalny sposob krata Banacha

Zad 3. Niech X i Y kraty wektorowe. Pokazac, ze kazde odwzorowanie T': X, — Y., ktore zachowuje
dodawanie i mnozenie przez dodatnie skalary, przedluza si¢ jednoznacznie do operatora dodatniego
T:X — Y. Jesli Y archimedesowa, wystarczy zalozy¢, ze T': X, — Y, zachowuje dodawanie.

Zad 4. Niech X i Y kraty wektorowe. Oznaczmy przez L(X,Y) przestrzeii wektorowa wszystkich
odwozorowan liniowych z X w Y. Pokazaé, ze zbior operatorow dodatnich K C L(X,Y") tworzy stozek,
a wiec L(X,Y) jest w naturalny sposob uporzadkowana przestrzenia wektorowa.

Zad 5. Pokaza¢, ze dla dodatniego operatora liniowego 7' : X — Y miedzy dwoma kratami wektoro-
wymi nastepujace warunki sa réwnowazne

(1) T jest homomorfizmem krat

(2) T zachowuje rozlacznosé

(3) T71(S) jest zbiorem solidnym w X dla kazdego zbioru solidnego S C Y
(4) T71(0) jest ideatem w X.

Zad 6. Pokazaé, ze operator dodatni T': X — Y okreslony na kracie Banacha i przyjmujacy wartosci
w unormowane] kracie wektorowej Y jest automatycznie ograniczony.

Zad 7. Pokaza¢ na przykladzie, ze zupelos¢ X w zadaniu 6 jest kluczowa.



